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1 Sumas telescépicas

1.1 Introduccion

Muchas de las sumas pueden calcularse al agrupar los términos de la siguiente manera:
D[P (k+1) = F(k)
k=1

donde F'(n) es una funcién que se define segiin convenga.

De manera que cada uno de los términos F'(k), para k entre 2 y n — 1, se cancelan,
dejando la sumaigual a F'(n + 1) — F (1). Para mostrar esto mas claro vamos a desarrollar
la suma anteriormente expuesta:

n

S F(k+1) = F(k)] = [F(2) - F()] + [F (3) - F(2)] +
+[F4)—F@B)]+...+[F(n)—Fn—-1)]+[F(n+1)— F(n)]

En la suma anterior podemos agrupar de la siguiente manera:

S Fk+1) = Fk)]=F(n+1)+[F(n) - Fm)]+[F (n—1) - F(n—1)]+
k=1

+[F(n—2)—F(n—=2)]+...4+[FB)—FQ3)]+[F(2)—-F(2)]-F(Q1)

Como se puede ver cada par de términos entre corchetes se cancela y como resultado
nos queda:

S IF(k+1)=F(k)]=F(n+1)-F(1)
k=1
Lo realmente importante es encontrar la funcién adecuada para poder resolver el prob-
lema.



1.1.1 Ejemplo:

Encuentra el valor de:
NS DR S S
1.2 723" 34" 7" " ni(n+l)

1.1.2  Solucién:
Consideremos la siguiente identidad:

1 1 1

nn+1) n n+1l

Ahora tomemos F(n) = < , de aqui sigue:

i [l_ 1 }7
1.2 "3.3 734" ”'(”+1)_k,1 n T
1 n+1 n+1
k=1
1.2 Problemas
1. Encuentra el valor de la siguiente suma:
LI SIS S 1
17 1+2 1+2+3 " 142+3+..+n

2. Encuentra el valor de:

1 1 1
1237234 345 " mrDnt2

3. Deduce cuénto vale:

1-1142.-214+3-3'+...+n-n!

4. Prueba que:
1 1 1 1 n+1
(-5) (-2) (-5) o (1-7) = "5

5. Encuentre el valor de:

(P +14+1)+20(2°+241) +31 (3 +34+1) +...+ k! (K +k+1)

6. Calcule la siguiente suma:

TR Sy (I I LY S S
1z " 22 22 "3t 19992 " 20002




7. Pruebe que la siguiente desigualdad:
1 1 1 1

wilaa a2

8. Mostrar que:

(a)
T
2 n+l n+2 7 2n 4
(b) X .
1< + + <2

n+1 n—|—2+m 3n+1

1.3 Soluciones

1. Usando la identidad de la suma de los primeros n nimeros consecutivos
tenemos:
n(n+1) 1 1 2

1+2+43+...+n= = - _
et 5 1+2+..+n [n~<n+1)} n(n+1)
2

De aqui sigue que la expresién que nos pide el problema la podemos ex-
presar de la siguiente manera:

- n
2 =2
Zn n+1 [n—i—l]

k=1

Y segtn el problema de ejemplo podemos concluir.

2. Usando la identidad:

1 1 1 1
Ek+1)(k+2) 2 {k’(k:+1) B (k+1)(k+2)}

(la cual se puede verificar facilmente), podemos cambiar toda la expresion

&

;;[ K <k+1>1<k+2>} - [le‘n.@im] -

3. Nos fijamos que:
n-nl=m+1-1)-nl=Mn+1)-nl—nl=(n+1)!—n!

Asi que la expresion cuyo valor nos pide encotrar el problema se puede
escribir como:

— U3 =2+ ol —(n-D)!+(n+1)!=n! = (n+1)! =1l = (n+1)! - 1.



4. Veamos que:
1 n2-1 (n+1)-(n—1)
]_ — —2 = 5 =
n n
Por lo que la expresion planteada en el problema se puede poner como:
ﬁi—l ﬁz—l—l 1L n+l_ n+l
) ) n 2 2

=2 =2

n-n

5. Se puede escribir la expresiéon de la siguiente manera:
n n
SR+ k+E) =Y K ((k+1)2 —k) -
k=1 k=1

i E+1) -+ —k-K]=n+1)n+1)-11'=n+1)n+1)-1
k=1

6. Para un ntimero positivo n se puede escribir lo siguiente:

. 24D (12402 (P rnt 1)
n? " (n+1)° n?(n+1)> n2 (n+1)°
1 1 n?+n+1 1
=4,/1+ =+ = =14 —
\/ n?  (n4+1) n-(n+1) n(n+1)

Y la expresion que se plantea en el problema se puede expresar de la
siguiente manera y segin el problema de ejemplo concluir:

1999
1 1
999} = 2000

1
1+ ———— | =1999 -
kzzl [ + k(k+1)} + [2000 2000

7. Es natural transformar los términos de la suma como se indica:

L VA Ja E

vn(n+1)  n(n+1) n  n+l

Esto nos permite reescribir la suma como:

1+iﬁ+ V-1 2 V-1 _

-2 [ f]

Como podemos ver, la primera expresion propiamente no se puede tomar
como una suma telescopica pero la podemos acotar por una expresiéon
mayor la cual si se ve como una suma telescopica cuyos términos para
n > 1 se eliminan.



8. Veamos:

(a) Es facil ver:

1 N 1 N +1<1+1+ +1_n 1
n+l1 n+2 77 2n "2n 2n 7 2n 2n 2

Por otro lado:

1 1 1 1
n n+1

2 Toma el Conjugado

2.1 Introduccion

Una famosa factorizaciéon, comunmente conocida como “diferencia de cuadrados”
(a? —b* = (a+b)(a — b)) nos da la oportundidad de quitar algunas raices que
podrian no permitir un manejo algebraico simple de algunas expresiones. Si
tenemos por ejemplo +/a — /b su conjugado es \/a + /b y al multiplicarlos nos queda

lo siguiente:
(Va—vB) - (Va+ V) =a—b.
Muchas el multiplicar y dividir por el conjugado de una expresién nos ayuda
a racionalizar, como por ejemplo:

1 Va+ b _\/6+\/B.

Va-vb (va-vh) (Va+ve) b

2.1.1 Ejemplo:

Sea m un namero real. Resuleva para x la siguiente ecuacién:

vVi+mr=z+v1—mz

2.1.2 Solucién:

Nos fijamos que si z = 0 entonces: /1 4+0=0++/1—-0<«= 1= 1 por lo que
esta es una solucién. De ahora en adelante suponemos x # 0.

Despejamos = y multiplicamos por el conjugado de la resta de términos que
nos queda del lado izquierdo de la igualdad:

(Vitmz)’ = (VI—mz)’ =2 (VI+mz+VI—mz)

Desarrollando nos queda:

1+m:c—1+mx:2mx:x(\/1+mx+\/1—mx)

Como supusimos = # 0 podemos dividir ambos lados entre z:

2m:\/1+mx+\/1—mx=>(2m)2:(\/1—|—mx+\/1—mx)2

+ 1 1+1 + L + ! +..+
n+2 T 2n 2|\n  2n n+2 2n-1



— 4m? =1 +mz + 2/ (1 +mz) (1 —mz) + 1 —max
= 2m?2=1++V1-m222 = z = £2/1 — 2m?

2.2 Problemas

1. Evalua la suma:
1 1 1 1
VD) + V1 23+ GIV2 3(VA) + VB (VAT D) + (k+ )VE
2. Pruebe la siguiente desigualdad:
1 1 1 1
NV SV AR, SR Y

3. Sean a y b nimeros reales distintos. Resuelva la ecuacién:

\/3:2—62—\/1:2—a2:a—b

4. Demostrar que:

1 1 1 9
+ 4.+ > —
Y124+ V1 2+ 922 V324 34+ Va2 /9992 + /999 - 1000 + ¥/10002 ~ 2
! + ! ot ! <2
V24 Y234+ V32 Y42+ Y45+ 52 /9982 4+ /998 - 999 + /9992 2

5. Resuelva la siguiente ecuacién, donde m es un nimero real:

\/er\/Ef\/xf\/E:m T+ v

6. Para cualquier entero positivo n se define:
fn) = dn 4+ V4dn? — 1
V2 1l4+2n—1
Encuentre cuanto vale f (1) + f(2) + f (3) + ...+ f (40).

2.3 Soluciones

1. Racionalizando tenemos:
1 (k+1) Vk—k-VE+1
1

E-vVE+14(k+1)-vVE B+
_ k) VE-E-VEFT 1 1

k-(k+1) VE VEFL
Asi que la expresion planteada en el problema la podemos cambiar por:
1 1 1 1 1 1 vkE+1-1

1
N AR AR A T TSR



