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PROBLEMAS

1. Se desea cambiar el orden de los cuadritos negros de un tablero de ajedrez tradicional, de
modo que el tablero quede configurado como en la figura de la derecha.

Para llevar a cabo este cambio se podra:
i) seleccionar dos filas e intercambiar su posicion, sin girar, o bien
ii) seleccionar dos columnas e intercambiar su posicion, sin girar.
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¢ Es posible lograr que el tablero tenga la configuracion deseada? Justifica tu respuesta.

2. Un pastel de cumpleafos se decord con 83 velitas magicas. Dichas velitas tienen la
siguiente propiedad magica: cada soplido puede apagar unicamente 5, 8, 10 o 27 velitas; y
permanecen prendidas las que estan prendidas (jobvio!) y apagadas las que se apagaron.
Pero pasados tres segundos de haber soplado, se vuelven a prender algunas de las que se
apagaron, segun lo siguiente.

i) al apagar 5 velitas sucede que 2 velas se vuelven a encender
ii) al apagar 8 velitas sucede que 5 velas se vuelven a encender
i) al apagar 10 velitas sucede que 1 vela se vuelve a encender
iv) al apagar 27 velitas sucede que 6 velas se vuelven a encender

En algun momento, al menos durante un par de segundos, ¢ sera posible tener todas las
velitas apagadas? Justifica tu respuesta.

3. Chunchito quiere acomodar los numeros 1, 1, 2, 2, 3, 3,..., 21, 21, 22 y 22 en veintidos
parejas (a1, b1), (a2, b2), ... y (a2, b22) de modo que las sumas ai+b1, axtby, ... y ax+by, den
como resultado veintidés numeros consecutivos.

Di como debe hacer Chunchito esta tarea, o demuestra que no es posible hacerlo.

4. En un triangulo ABC se toman los puntos P y ( sobre los lados 4B y AC,
respectivamente, de modo que PC y BQ son alturas del triangulo y, ademas, A0 = 2,
AP=3y PB=5.

Calcula el areay el perimetro del triangulo ABC.
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SOLUCIONES

1. Notemos que inicialmente en cada columna (del tablero) hay exactamente cuatro cuadritos
de color negro, y por otro lado, en la configuracién en la que queremos dejar al tablero hay
columnas solamente con cero u ocho cuadritos negros.

No es posible llevar a cabo la tarea deseada pues, con los intercambios permitidos,
siempre quedaran 4 cuadritos negros en cada columna (y no 0 u 8 como se desea). En
efecto, al intercambiar dos columnas cualesquiera la cantidad de cuadritos negros que hay
en cada columna no varia. Lo mismo pasa si se intercambian dos filas. De este modo, no
importa cuantas o como se realizan los intercambios, la cantidad de cuadritos negros que
hay en cada columna sera igual a 4.

2. Notemos que tras un soplido que apaga 5 velitas, después de tres segundos, se vuelven a
encender otras 2, en total solo se logran apagar 3. Entonces si apago 5 velitas veintiséis
veces sOlo se lograran apagar 26x3 velitas, es decir 78 velitas, por lo cual quedarian
83-78=5 velitas prendidas. Si vuelvo apagar 5 velitas, durante tres segundos estarian
apagadas todas las velitas, por lo tanto, en alguin momento, durante un par y medio de
segundos estarian todas apagadas.




3. Vamos a demostrar que es imposible llevar a cabo la tarea deseada. La demostracion se
hara por el método de reduccion al absurdo: Supongamos, por el contrario, que si es
posible llevar cabo la tarea. Denotemos entonces por

n+1, n+2 n+3, n+4,..., n+20, n+21, n+22
a los numeros enteros consecutivos obtenidos. Tenemos entonces la siguiente ecuacion:
(I’l + 1) + (I’l + 2) +...+ (I’l + 21) + (I’l + 22) = (81 + b1)+ (82 + b2)+...+ (821 + b21)+(822 + b22).

La suma del lado derecho de la ecuaciénesiguala1+1+2+2+...+ 21+ 21+ 22 + 22
y podemos hacer una simplificacion de la ecuacién del modo siguiente:
2n+(1+2+...+421+22)=1+1+2+2+...+21+21+22+ 22
22n=1+2+...+21+22
22n = 22(23)/2

con lo cual obtenemos que n deberia ser igual a 23/2. Esto no puede ser porque, en tal
caso, la sucesion obtenida n+1, n+2, n+3, n+4, ..., n+20, n+21, n+22no
seria de numeros enteros (como se pide), lo cual es una contradiccion. Concluimos
entonces que la tarea deseada es imposible.

El problema es un caso particular de otro que hubiera solicitado que se tuvieran los
numeros hasta un par cualquiera (en lugar de 22), llamémosle n = 2k, es decir
supondremos que los numeros son 1, 1, 2, 2, 3, 3, ..., 2k y 2k (en el problema, n es 22 y
k es 11), y que tenemos que acomodarlos en parejas (a1, b1), (az, b2), ... y (ax, ba) de
modo que las sumas sean a, +b,,a, +b,,...,a, +b, , sean numeros consecutivos.

En la lista de numeros que nos dan hay 2k numeros pares y 2k numeros impares. Por
otra parte, en los 2k numeros consecutivos que queremos formar, debe haber k numeros
impares y kK numeros pares. Los k impares se forman sumando un numero impar con un
nuamero par, por lo cual necesitamos k pares y k impares de la lista que nos dan, y
quedan k numeros pares y k numeros impares para formar los k numeros pares, los
cuales deben ser suma de una pareja de numeros impares o de una pareja de numeros

: . Kk . . . k
pares, o equivalentemente, necesitamos formar 5 parejas de numeros impares y 5

parejas de numeros pares, lo que significa que k es multiplo de dos. Entonces, si se
puede hacer la lista y n = 2k, se debe pedir también que n sea multiplo de 4. En nuestro
caso, ya sefialamos, n es 22, y como 22 no es multiplo de 4, entonces no es posible llevar

a cabo la tarea. Te retamos a que ahora trates de resolver el problema cuando n sea un
namero impar.



4. Si encontramos las medidas de CQ y BQ podremos C
calcular el area y el perimetro pedidos del siguiente modo:

1

Area(4BC)= AC-BQ:;(2+CQ)‘BQ,Y

2
Perimetro(4BC)= AB+ BC +CA
=(3+5)+BC+(CO+2)
=10+ BC+CQ

=10+-/BO* +CO* +CO

Cada una de las alturas CP y BQ divide al triangulo 0
original en dos triangulos rectangulos, obteniéndo cuatro
triangulos rectangulos donde podemos aplicar el teorema 1
de Pitagoras y obtener que: 4 3 p

L
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1) en el triangulo ABQ,
C ¢ BO? =8 -22=60
2) en el triangulo APC,
PC*=(CO+2)*-3*
3) en el triangulo BOC,
BC*=BQ* + CQ*
4) en el triangulo BPC,
BC*=PC*+5°
0 Usamos las igualdades 3) y 4),
Q que ambas tienen el valor de BC2,
2f 3 . 3 2[\ para establecer la ecuacion
A P B A 8 B BQ +CQ :PC+5
La cual desarrollamos utilizando los

valores correspondientes de BQ2 y PC que nos proporcionan las igualdades 1) y 2) para
concluir que:

60+C0?* =((co+2)? —9)+ 25
De esta ultima ecuacion, podemos despejar el valor de CQ
60+CO? +9-25=C0* +4CO+4
40=4CQ
10=CQ
En conclusién, al sustituir los valores de CQ'y BQ en las formulas iniciales, se tiene:
Area(4BC )= (2+10)--/60 =12 /15
Perimetro(4BC)=10+-/60+100 +10=20+4 /10



